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A method for computing force-free magnetic fields of known anomality a == const is described.
The procedure is introduced by treating plane fields; thereby it is proved that force-free fields of
constant strength are alyaws plane. In general case the surfaces a=const are chosen as coordinate
surface of an orthogonal curvilinear coordinate system. In this system the magnetic field is des-
cribed by a linear partial differential equation which can be solved numerically. Making use of
simplifying assumptions about symmetries in the coordinate systems, analytic solutions are found

which are extended on constant a.

The formulae derived can be used to decide if to a given geometry a force-free field does exist.
Existing fields can be computed immediately. The results are illustrated by examples.

Im Jahre 1951 wies LuNDQUIST ! erstmals darauf
hin, daB die magnetohydrostatischen Gleichungen
die Existenz von Magnetfeldern zulassen, in denen
der sie erzeugende Strom in Magnetfeldrichtung
flieBt. In diesen Feldern verschwindet die Lorentz-
Kraft, weswegen man von ,kraftfreien Magnetfel-
dern“ spricht. Ist | die Stromdichte, ) die magneti-
sche Feldstarke, so gilt also:

ixh=0 (D
bzw. wegen roth =i,
j=roth=al. (2)

Dabei ist a ein ortsabhidngiger Proportionalitits-
faktor. (Behandelt man dynamische Probleme, so
ist @ auch zeitabhingig. Im folgenden wollen wir
uns jedoch auf den statischen Fall beschrinken, in
dem {, ) und daher auch a zeitunabhingig sind.)
divh=0

(h, grada) =0.

(3)
(4)

Wegen
folgt aus (2) :

* Jetzige Adresse: Porz-Lind, Im Linder Bruch 68.
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Eine besondere Losungsklasse von (2), (3) sind
die stromlosen Magnetfelder. Fiir sie ist a = 0, und
man spricht von einem trivialen kraftfreien Magnet-
feld. Losungen fiir a %0 sind in speziellen Ko-
ordinatensystemen, d.h. unter Annahme spezieller
Symmetrien, seit lingerem bekannt27% Der Fall
a=const — eine Losung von (2) heiflt dann ein
TRKAL-Feld — wurde von CHANDRASEKHAR und
KeNDALL 1? 1957 vollstindig gelost. TRKAL-Felder
zeichnen sich dadurch aus, da} sie immer divergenz-
frei sind, so dafl Gl. (3) keine zusitzliche Bedin-
gung liefert. Aulerdem sind sie die einzigen kraft-
freien Felder, fiir die j x rotj=0 gilt. Denn einmal
sieht man sofort, dafl in TRKAL-Feldern diese Be-
dignung gilt. Ist andererseits die Stromdichte zu
ihrer Rotation parallel, so folgt mit (4) wegen

rotj=rotafj=aj+gradax},

dafl grada = 0, also a=const gelten muf}. In ana-
loger Weise sieht man: Ist ) ein kraftfreies Magnet-
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feld, so ist 1) kein kraftfreies Magnetfeld, sofern
grad f = 0 ist. Ein kraftfreies Feld ist also (bis auf
einen konstanten Faktor) durch den Feldlinienver-
lauf vollig bestimmt. Diesen Sachverhalt hat Rica-
TER 1! benutzt, um mit Hilfe differentialgeometri-
scher Methoden zu vorgegebenem Richtungsfeld das
kraftfreie Magnetfeld zu konstruieren.

Die krafitfreien Magnetfelder fallen in die Klasse
der Beltrami-Felder. Diese sind in der Hydrodyna-
mik seit langem bekannt. So wurden fir (2) spe-
zielle Losungen schon von BELTRAMI !2 und CALDO-
NAzzO 13 angegeben. BJjorGcUM !* sowie BjorGcuMm
und GODAL !5 befaBlten sich eingehend mit den all-
gemeinen Eigenschaften dieser Felder. Sie gaben be-
reits 1952 die allgemeine Darstellung eines TRKAL-
Feldes an und ergénzten ihre Ergebnisse durch eine
Reihe von Feldliniendiagrammen.

In letzter Zeit sind kraftfreie Magnetfelder wie-
derholt im Zusammenhang mit astrophysikalischen
Fragen diskutiert worden. Nach MOGILEVSKIY !¢
sind sie fiir die Teilchenstrome, die von der Sonne
in den interplanetaren Raum entweichen, von Be-
deutung; nach STURROCK 17 spielen sie fiir die Theo-
rie der Filamente auf der Sonne eine Rolle. Aufler-
dem konnten sie fiir die Magnetfelder der Sonnen-
flecken wichtig sein 18 19, Schliefllich glauben IospHA
et al. 2, aus Magnetfeldmessungen in verschiedenen
Schichten der Sonnenatmosphire auf vorhandene
kraftfreie Felder schlieflen zu konnen.

Im Hinblick auf diese Anwendungen ist es wiin-
schenswert, eine grofle Anzahl von Modellen kraft-
freier Magnetfelder zur Verfiigung zu haben. Im
folgenden sollen solche Modelle in allgemeinen
Koordinatensystemen zu vorgegebenem Verhaltnis
Stromstdrke zu Magnetfeldstirke, also zu vorgege-
benem bestimmt werden. Insbesondere bedeutet das,
dal} die Geometrie des Feldes, d. h. die Lage der
magnetischen Flachen, als bekannt vorausgesetzt
wird.
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I. Ebene kraftfreie Felder

Zur Veranschaulichung der Methode betrachten
wir zunéchst den einfachen Fall, daf die gesuchten
Modelle eben sind. Wahlen wir ein kartesisches Ko-
ordinatensystem (z,v,z), in welchem die Ebenen
z=const die ,Magnetfeldebenen“ sind, so gilt
b= (H;,H,,0). Fir ein Feld dieser Gestalt mufl
a=a(z) gelten, wobei da/dz = 0 zugelassen ist.

Um das einzusehen, schreiben wir (2), (3) aus-
fithrlicher an:

—OH,[3z=aH,, (5)
OH,/dz=aH,, (6)
OH,/dx—QdH,[dy =0, (7)
OH,/3z+dH,[3y =0. (8)
Wegen unserer Voraussetzungen fiir ) folgt aus (4):
(h,grada—e,a,) =0. (9)

Dabei ist ¢, der Einheitsvektor in z-Richtung und
a,=0a/3z. (Analog schreiben wir: a,=03a/dy,
a,=09a/3x.)

Weiter ist {grada—e,a,} x)=0, da aus (4) bis

(8)

Kl (@H; ,,aliy) _0_2@Hy) 3(Hy)

32\ 8z T oy 5 3
:azHy_any

folgt.

Wegen (9) gilt daher
grada—¢,a,=0,

was a=a(z) bedeutet, wobei @,=0 noch moglich
ist.

Umgekehrt konnen wir zu jedem a=a(z) aus
den Gln. (5) — (8) alle kraftfreien Felder angeben.
Dabei beachten wir zunachst, dal (8) aus (5) — (7)
folgt, also beim gewahlten Koordinatensystem fiir
alle Losungen von (5) — (7) automatisch erfillt ist.
(5) und (6) ziehen wir zu

3 . . .
5 (Hy—iH,) =ia(H,—iH,)

17 P, A. STURrROCK u. E. T. WoODBURY, Proc. Intern. School
“Enrico Fermi”, Course 39: Plasma Astrophysics, p. 155
[1967].

18 M. M. MOLODENSKIY, Astron. Zh. 43, 727 [1966].

19 E.ScHATZMANN, TAU-Symp. 22, ed. R.LUsT, p.377 [1965].
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zusammen; ¢ ist die imagindre Einheit. Die allge-
meine Losung auBlerhalb neutraler Punkte lautet:
H,—iH,=F(z,y) exp{i [adz} .
Die komplexe Funktion F zerlegen wir folgender-
mafen:
F(z,y) =G (z,y) exp{ig(z,y) } -
Dabei sind G(x,y), g(z,y) reelle Funktionen. Wir
erhalten so:
H;= G(z,y) cos{[adz+g(z,y)},
H,= —G(z,y) sin{f adz+g(z,y)}.
Fiir die Funktionen G, g liefert (7) :
(Gy+G g5) cos{[ adz+g}
+(6,—Ggy) sin{fadz+g}=0.
(die Indizes xz, y bezeichnen wieder die partiellen
Ableitungen).
Daraus gewinnen wir die dquivalenten Gleichun-
gen

(10)

(RS . N - W . 1 (11)

Also gilt im betrachteten Gebiet aulerhalb neutraler
Punkte (4 = 2-dim. Laplace-Operator)

4g=0, AInG=0.

Die Orte f) =0 treten als singulire Punkte von In G
auf. Zu vorgegebenem a=a(z) erhalten wir daher
alle kraftfreien Felder, indem wir z.B. 4InG=0
(unter EinschluB} etwaiger singuldrer Punkte) losen
und dann g aus (11) bestimmen.

Fir G=const erhalten wir insbesondere kraft-
freie Magnetfelder konstanter Feldstirke, wie sie
auch von KRAUSE 2! angegeben wurden.

Damit sind schon alle krafifreien Felder, deren
Betrag im gesamten Raum konstant ist, bekannt.

Den Beweis fithren wir in mehreren Schritten.
Nach KRAUSE %! miissen die Linien eines konstanten
kraftfreien Feldes gerade sein. Daraus folgt sofort:

(I) Gibt es in einem kraftfreien Feld konstanter
Starke eine Magnetfeldebene, so ist das Feld eben.
Wegen der Eindeutigkeit der Feldstirke und dem
Fehlen neutraler Punkte darf namlich keine Feld-
linie die ausgezeichnete Ebene schneiden, es sei denn,
sie liegt vollig in ihr.

(IT) Mit der Methode von KRAUSE 2! konnen wir
zeigen: Um jeden Punkt des Raumes gibt es eine
Umgebung, so dal die in ihr liegenden Magnetfeld-
flachen eben sind.

21 F. KRAUSE, Beitr. Plasmaphys. 4, 1 [1964].
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Dann muf} aber gelten:

(III) Sind alle Feldlinien in einer Umgebung
eines Punktes parallel, so ist das Feld eben. Sind
alle Feldlinieen parallel, so ist die Aussage trivial.
Sind sie es nicht, so betrachten wir eine Ebene senk-
recht zum gegebenen Parallelenbiindel und suchen
in ihr ein Gebiet G auf, das von Feldlinien durch-
setzt wird, die parallel zum vorgegebenen Biindel
sind, und fiir dessen Randpunkte gilt: In jeder ihrer
Umgebungen liegen Feldlinien, die zum gegebenen
Biindel nicht parallel sind. Besteht der Rand R von
G aus zwei paralellen Geraden, so ist wegen (I) al-
les bewiesen. Anderenfalls gibt es sicher einen Rand-
punkt und um den eine Umgebung, in der der Rand
nicht geradlinig ist. Die ebenen Magnetfeldfldchen,
die in dieser Umgebung (oder einer kleineren) nach
(IT) existieren, enthalten dann teilweise Punkte von
G, und es folgt der Widerspruch zur Annahme, dafl
es ,unmittelbar” auBlerhalb G U R keine zum gege-
benen Biindel parallelen Feldlinien gibt. Nach die-
sen Uberlegungen ist einzusehen, daB jedes kraft-
freie Feld konstanter Starke eben ist.

Denn, gehen wir von einem beliebigen Punkt ge-
mal (II) aus, so konnen wir iiber ein beliebiges
der Magnetfeldflichenstiicke aus dieser Umgebung
wegen der Geradlinigkeit der Feldlinien einen Ebe-
nenstreifen finden, in dem Feldlinien liegen. Ist die
Tragerebene dieses Streifens eine Magnetfeldfldche,
so ist wegen (I) alles bewiesen. Ist das nicht der
Fall, so gibt es in dieser Ebene eine Gerade mit
folgender Eigenschaft: Auf der einen Seite von ihr
liegen Feldlinien in der Ebene, auf der anderen
(zumindest ,,unmittelbar®“) nicht. Wenden wir auf
einen Punkt dieser Geraden die Uberlegungen (II)
an, so muf} ein Teil der ebenen Magnetfeldflachen-
stiicke die Tragerebene schneiden. Insbesondere exi-
stiert daher ein Biindel paralleler Feldlinien, so daf3
das Feld wegen (III) eben ist.

II. Der allgemeine Fall

Die Berechnungen im letzten Abschnitt konnten
durchgefiihrt werden, weil durch die Wahl des Ko-
ordinatensystems div f) = 0 automatisch erfiillt wurde
und sich auBerdem die aus rotf)=al) folgenden ge-
koppelten Differentialgleichungen wegen H,=0 be-
trachtlich vereinfachten. Es liegt nahe, diese Me-
thode zu verallgemeinern. Dazu nehmen wir an, daf}
wir die Flachen a=const zu einem dreifach ortho-
gonalen Fldchennetz ergénzen konnen. Inwieweit
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das moglich ist, soll spéter erértert werden. Zunéchst
sel nur angemerkt, daf} der Fall grada =0, fiir
den ja allgemeine Lésungen existieren ® 13, dieser
Behandlung nicht unmittelbar zugénglich sind.

Nach unserer Annahme kénnen wir orthogonale
krummlinige Koordinaten einfithren. Wir wihlen:
u', u?, ud=a. Die metrischen Koeffizienten seien
hi=Vg11, ha=Vgss> hs=Vgss. Das Magnetfeld
besitzt die Komponenten (bezogen auf Einheitsvek-
toren) f)= (HY, H2, H®). Wegen (3) folgt: H>=0.

Im folgenden wird zur Vereinfachung die Ablei-
tung OF /Qul = (F); abgekiirzt.

Fiir das Magnetfeld gelten nach (2) die folgenden
Differentialgleichungen:

—(H2h2)3=u3h3h2H1, (12)
(H' hy) 3=u® hy hg H?, (13)
(H hy)y— (H2 hy) ;0. (14)

Es zeigt sich unmittelbar, dafl
divh= 5 {(hs hy HY) 1+ (hy hy H?) 5} =0

automatisch erfiillt ist. Dabei setzen wir hier wie im
folgenden voraus, dal wir uns aullerhalb etwaiger
Singularitdten des Koordinatensystems befinden, so
dal g=hyhs hg+0 ist.

Die Schwierigkeit bei der Losung von (12) bis
(14) besteht darin, dal im Gegensatz zu (5) — (7)

R. WAGNER

gusitzliche Ortsfunktionen h;(u!,u?,u®) (fir i=1,
2, 3) auftreten. Daher sind wir bei der Diskussion
der Losungsmannigfaltigkeiten dazu gezwungen,
Fallunterscheidungen hinsichtlich der funktionalen
Abhéngigkeiten der h; zu machen. Bevor wir dies
tun, wollen wir jedoch aus (12) — (14) einige Fol-
gerungen ziehen.

Zunidchst erweist es sich als zweckmiBig, die
Transformation u!=[u3du® durchzufithren. Wir

erhalten aus (12), (13):
— (H? hy) y = hg hy HY, (15)
(H hy)y=hg by H2. (16)

Weiter wollen wir fiir das folgende voraussetzen,
dal im zugrunde liegenden Gebiet die jeweiligen
Funktionen hinreichend oft stetig differenzierbar
sind. Aus (14) und (16) folgt dann:

5 hgh
(B2 ho)sa=hyy* (H?ho)o+ (H2R) (M37). (17)

Analog finden wir:

Auflerdem ergeben sich aus (15) und (16) die Differentialgleichungen:

hg hs

(H2 hy) g — (1n 257} (HE hy) o+ ()2 (B2 h) =0,

(H1h1)44—<1 L ) (Hhy) s+ (hy) 2(H b)) —0.

Aus (17) folgt durch nochmalige Diﬂerentlatlon nach u?:

(B2 b saa= (M0) (B )t (B00), (2 By + (2o (M), +

— (H2 hy) oy = = h2 (H? hy) 1+ (H' hy) (h3h2) (18)
(H' R wa= "0 (H hy)s (B2R) (B0,
(19)
— (H'hy) o4 = ”;f? (Hhy) g+ (H'Ry) (522,
(20)
(21)
(22)
(Hhy) (8 (23)

Weitere Umformungen unter Benutzung von (17) und (18) liefern:

hs hy

(H2 o) sas — (B2 he) g (10 580), 4 () 2(H2 by = — (HU ) [(h) 1+ (2 ) "5 12 (1n

g By
hy )24' (24)

Andererseits erhalten wir aus (21) durch Differentiation nach u!:

hg by

1

(H? hy) s T (%822), (2 )= (102

Jyo (B2 ho) o () (H2 )y + [ ()1, B2 By =0.

(25)

Ein Vergleich der beiden Gleichungen fiir (H?h,),4, ergibt:

ho h
(1n h,) (H?hy) s + (1 b

), H2he)y— [(hg)®]; (H? hy)
— (HUhy) [(hy) %o+ (H2hy) "3 (1n

by hy
A )24 . (26)
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Diese Differentialgleichung ist einer numerischen
Behandlung auf jeden Fall unmittelbar zugénglich.
Denn ersetzen wir (H?hy) 4, aus (17) und (H' k)
aus (15), so erhalten wier eine lineare partielle Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung fiir (H?h,). Un-
ter unseren Voraussetzungen kénnen wir mit Hilfe
der Charakteristikenmethode sicher eindeutige Inte-
gralflichen finden. H'h; gewinnen wir dann aus
(15). Die Gln. (14) und (16) liefern zusatzliche
Bedingungen, die dariiber entscheiden, ob die ge-
fundenen Funktionen wirklich ein kraftfreies Feld
darstellen. [Natiirlich konnen wir (26) auch auf
eine Differentialgleichung fiir H'h; umschreiben.
Die Losung des Problems verlauft dann entspre-
chend.]

Im folgenden wollen wir untersuchen, wann (26)
eine in geschlossener Form darstellbare Losung hat,
die auf ein kraftfreies Magnetfeld fiithrt. Dazu neh-
men wir Fallunterscheidungen vor, die die Annahme
bestimmter Symmetrien in dem betrachteten Gebiet
bedeuten:

(hg/hl) 4 ='=‘O un'd (h2/h1) 4= 0 %

IIL. Der Fall (hy/h,),+0

Die Klasse von Losungen in Koordinatensyste-
men, in denen die metrischen Koeffizienten diese
Eigenschaft haben, umfaflt noch so viele grundsétz-
lich verschiedene Typen, daf} weitere Unterscheidun-
gen noétig sind.

a) Die Funktionen hy, hy/hy hingen nur von u* ab

Dann folgt aus (26) sofort:
(H2 hz) 14=0
und damit aus (25)
(H?hy) 1 =0.
Also gilt nach (14) (H'h;)»=0 und nach (15),
(].6) dann (H2 h2)2=0= (Hl h1)1 .
In diesem Fall sind H* h;, H? hy nur Funktionen
von u*. Die Differentialgleichung (21) fiir H' A,

wird gewohnlich; nach der Transformation

hy h
u5=[ 371 dut
hy

o

erhalten wir:

ho \2
(H by 5+ (32) B By =0 (27)
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Aus (16) folgt H? hy,. Damit sind in dem betrach-
teten Gebiet zu dem vorgegebenen a alle kraftfreien
Felder bestimmt. [Wir konnten natiirlich auch zu-
néchst H? h, aus (22) bestimmen und danach H! h,
iiber (15) berechnen.]

b) Die Funktionen hg, hy/h, sind bez. u* symmetrisch,
d.h. es gilt: (hg);=0= (hs/hy)4

Dann folgt mit (15) aus (26) :
h hg hy \—1
2(1n2), (B2 ho) s~ (H2 o), (M572)

* [(h3)%]s= (H?hy) - {l‘;:l (ln

(28)

ﬁah) }
hy Jo4) °

Um zu analytischen Losungen zu kommen, schrin-
ken wir weiter ein:

by) [In(hghy/hs)]54=0,
d. h. fiir hghy/h, gilt die Produktdarstellung:

Pl () mo (u2). (29)
Wegen (15) vereinfacht sich (26):
(), EEhsat ™52 (ho)e (HER =0, (30)
Aus (14) und (20) folgt:
(ko) = (H b oy = — "5 (H'hy)y. (31)

Daher erhalten wir aus (30) nach Integration
_(h9)e 4]
(hafhp)g ]

F (u?,u?) ist eine noch zu bestimmende Funktion.
Durch Einsetzen von (32) in (19) erhalten wir eine
zusitzliche Bedingung fiir die metrischen Koeffizien-

(H'hy) =F (a2, u?) -exp (32)

ten
(hs)z < ,(lla)rz ) — ﬁaﬂ( (hs)zv
Ol G Mk vl Gy BRI
Entsprechend ergibt sich aus (20) :
_,QE")L) [ (hy) 2,.) _
( (ho/hy) 4 )4 ( (ho/hy) 4 /2 =l (34)
(33) und (34) liefern
(hs) 2/ (h2/h1}4 =const . (35)
Aus (16) gewinnen wir
H? hy = (hy/hg hy) (F), exp{constul}. (36)

Setzen wir (36) und (32) in (14) ein, so erhalten
wir

(F) - const (ho/hg hy) = (F)s. (37)
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Die Bedingung (35) kann durch (hg),=0 erfiillt

werden.
byy) (h)2=0
Dann gilt wegen (37)
(F):=0,
H'hy=F (u?),
H? hy = (hy/hg hy) (F) .
Dabei ist F (u,) durch (23) gegeben.

Transformieren wir noch

ub= f my (u4) dut ’

also

(38)

so erhalten wir
(F) 55+ (hy/my)2F=0. (39)

Nach Losen dieser Differentialgleichung erhalten wir
H? hy aus (38).

bys) Ist const =+ 0,
so folgt aus (37) fiir F die Abhangigkeit
F=F(a), a=[(my/const) du*+ [(1/m,) du2.
Ebenso folgt aus (29) und (35) :
(ho/hy) ms, (hg/m;) sind Funktionen von a.

SchlieBlich liefert (22) :
Py (s ) p g, (40)
my
Dabei ist F' = dF/da .

Das Ergebnis lautet also:
Sind hg und hy/h; beziiglich u! symmetrisch und
gilt
by hy[hy = my (u®) -my (u?),

R. WAGNER

so existiert genau dann ein kraftfreies Magnetfeld,
wenn (h3) s/ (ho/hy) 4 konstant ist.

Ist (hg) =0, so ist die Losung durch (38), (39)
gegeben; ist (h3)s+ 0, so ist die Losung durch (32),
(36) in Verbindung mit (40) festgelegt.

b,) Es liegt nahe, auch die Losung fiir den Fall
(h3)s=0, [In(hghi/hs)]ey+=0 zu versuchen. Die
entsprechenden Rechnungen sind sehr langwierig,
weswegen sie hier nicht explizit dargestellt werden
sollen. Es ergibt sich, dafl in diesem Falle keine
kraftfreien Magetfelder existieren.

¢) In zu b) entsprechender Weise nehmen wir an,
daB Ay und ho/h; in u? symmetrisch sind. Zur Lo-

sung transformieren wir folgendermafien:

ui=u?, u2=—ul, u3=us,
Il 2 /
H'=H?  H?= _—H'.
Dann ist
’ ’ ¥
hl =h2, h2 =h1, h3 =h3.

Da das Gleichungssystem gegen diese Transforma-
tion invariant ist, konnen wir die Losungen von b)
unmittelbar auf ¢) iibertragen.

Die Fille a) —c) waren analytisch losbar, weil
die Voraussetzungen sowohl (26) als auch (17) bis
(20) auf Gleichungen in 2 abhéngigen Variablen re-
duzierten. In allgemeineren als den betrachteten Fal-
len ist das — wenn tiberhaupt — nur noch fiir (26)
moglich. Die dadurch erzielten Vereinfachungen er-
lauben es jedoch nicht, unmittelbare Losungsbedin-
gungen anzugeben. Wir wollen uns daher jetzt dem
zweiten Fall, (hy/h;),=0 im betrachteten Gebiet,
zuwenden.

IV. Der Fall (hy/h,),=0

Der Vorteil dieser Bedingung besteht darin, da in (26) der Term mit der zweiten Ableitung von
H? hy verschwindet. Mit Hilfe von (15) erhalten wir wegen (hy/hy),=0:

(H? ho) { (In hg) 14— (kg hofhy) 7 [ (hg)®]a} = (H? ho) {(In hg) o (hg hy/ho) + [ (hg)®]4} -

Im folgenden schreiben wir abkiirzend

(In hg) 14 — 2 (hy/hs) (hg) 2 =F,

(In hg) o4 (hy/hs) +2(hg) 1 =7 - (42)
Da hy/h,; von u* unabhingig ist, konnen wir (15)
und (16) in Differentialgleichungen fiir H!h,,
H? hy umschreiben, und analog (I) folgt:
H? hy =G (ul, u?) -cos{[ hy du® + g(ul,u?) },

H'hy=G(ul,u?) -sin {[ hydut +g(ul,u?)}. (43)

(41)

Daraus folgt unmittelbar (sofern ein kraftfreies Feld
in dieser Konfiguration iiberhaupt extistiert) :

Ist hy/h, von u* unabhingig, so ist die mit hy
(bzw. hy) multiplizierte Energiedichte des zugeho-
rigen Magnetfeldes ebenfalls von u* unabhingig,
dndert sich also in Richtung von grad a nicht. In
diesem Sinne sind die kraftfreien Felder in Kon-
figurationen mit (hy/h;),=0 natiirliche Verallge-
meinerungen der ebenen Felder.
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(41) zurick. Aus ihr

Kehren wir nun zur Gl.

folgt sofort:

a) Ist im betrachteten Gebiet [ identisch 0, so
existiert dort kein kraftfreies Feld, sofern y nicht
auch identisch verschwindet. Entsprechendes gilt na-
tiirlich bei y = 0.)

b) Beide Koeffizienten verschwinden im betrach-
teten Gebiet nicht identisch. AuBlerdem soll eine be-
stimmte GroBe, falls das fiir eine Division erforder-
lich ist, im betrachteten Gebiet keine Nullstelle ha-
ben. Auf die sonst auftretenden Singularitdten wol-
len wir nicht ndher eingehen.
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Dann liefern (41) und (43)
— G hy Bsin {[ hydut+ g} = G hyy cos{[ hy dut + g},
oder, wenn wir w = — f/y schreiben

g=g(ul,u®) =cot 1w — [ hydut. (44)

Damit dieser Ausdruck fiir die Phasenfunktion ¢
wirklich von u? unabhingig ist, muB w folgende
Differentialgleichung erfiillen:
1 aw
14w +hg=0

Da w aus den metrl‘sduen Koeffizienten berechnet
wird, stellt (45) eine zusétzliche Bedingung fiir A4,
hy , hy dar.

(45)

Die Funktion G =G (u!,u?) in (43) ist nicht willkiirlich, sondern mufl8 so gewihlt werden, daB (14)

erfiillt ist. Das liefert die folgende Gleichung:

[6(1), 621 +6gy+6 [ (hy) dut] sink =
2/ & 2

cl_ggc% ~G%f(h3)2du4 cosk.  (46)

Dabei wurde [ hydu®+g=k=Fk(ul,u? u*) abgekiirzt. AuBerhalb neutraler Punkte kann (46) auf eine
Differentialgleichung fiir In G umgeschrieben werden. Da die Funktionen G, ¢ von u* unabhingig sein
miissen, folgen daraus die beiden notwendigen und hinreichenden Gleichungen:

B . [he
(1n0)2i+ (@)2 +g1+ [ (hg),dut = —

(InG)y—ga— 4 f (hy)o du =

Es 1aBt sich sofort nachpriifen, dal wegen (44) und (45)

wie verlangt von u* unabhingig sind.

— (Inhy)y-sin?k— 1 (Inhg)yesink cos k.
2

,Z,; (In hy) 5 cos? k — (In hy); sin k cos k (47)

(48)

lie oben definierten Ableitungen von (InG)

Fiir die weitere Behandlung schreiben wir (47), (48) unter Benutzung von (44) um und erhalten:

2
~ (nkg)y 7oum s

1 h
— (ln h3) 1T—|:1;27 - (h;) (]l’l h3) 2 1::_01;}2 . (49)

Aus der Stetigkeit der zweiten Ableitungen von (InG), also (InG)s= (InG),y, ergibt sich eine weitere

h h 1 3 h
(0 6)a+ (), — Toar oo = — 3 (o),
1 9
(0 6)1+ T3 e Bus =
Bedingung fiir w:
3 1 3 1
du? {_ 1+u? a%:}? — (Inhs), '1+u}2“_ . (Inhg)yy, 1+w2

AR
= hy 14+w? 8u1

Damit erhalten wir folgendes Ergebnis:

Ist im betrachteten Gebiet (hy/h;), identisch O,
verschwinden dort dagegen die gemifl (42) durch
die metrischen Koeffizienten festgelegten Funktio-
nen f, y nicht identisch, so existiert genau dann ein
kraftfreies Feld, wenn fiir w= — f/y die Bedingun-
gen (45) und (50) gelten. In diesem Fall ist das
(bis auf einen konstanten Faktor) eindeutig be-

— (Inhg)y - (50)

= (1) tnky) 12 )

stimmte Feld durch (43) gegeben. Die Richtung die-
ses Feldes ist iiber die Phasenfunktion (44) fest-
gelegt, der Betrag durch die unmittelbar zu integrie-
renden Differentialgleichungen (49).

c) SchlieBlich ist noch der Fall zu behandeln, daB8
B und y iiberall im betrachteten Gebiet verschwin-
den. Ist dann (h3);=0, so muB} das auch fiir (hg),
gelten und umgekehrt. Daher unterscheiden wir:
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¢y) hg hdngt im betrachteten Gebiet nur von u* ab,
¢5) hg hdngt von ul, u?, ut ab.
Andere Moglichkeiten gibt es nicht, wenn wir fiir
c;) auch den Fall (k)4 =0 zulassen.

Zu ¢;):

In diesem Fall miissen die Flachen u*=const
Ebenen- oder Kugelflichenstiicke sein. Denn wegen
hy=hy(u*) sind die u*Linien Geraden und die
Fldchen u* = const Parallelenflichen

4

ut
=", (ul,u?) + [ hy(u?) dute(ul,u?).
ug

Dabei beschreibt der Ortsvektor 1, (u!,u?) die Fla-
che ut=uy*; e(u!,u?®) ist der Normalenvektor auf
ut=uy* im Punkt (u!,u?). Da das Koordinatennetz
u!, u®> ein Kriimmungsliniennetz bildet, sind die
Hauptkriimmungen y; in (u!, u?, uy*) durch

|
|

)
Zi=— g (k)| (51)
gegeben. Wegen (hy/h,) 4 = 0 folgt
==Xz (52)

Daher besteht die im betrachteten Gebiet liegende
Flache u*=uy* nur aus Nabel- und Flachpunkten,
ist also ein Stiick einer Ebene oder Kugel, und we-
gen der Parallelitat gilt das dann auch fiir die ganze
Flachenschar u*=const. Die entsprechenden kraft-
freien Felder sind schon eingehend!! behandelt
worden.

Zu c,):

Zur Bestimmung der Funktionen G, g miissen die
komplizierten Ausdriicke (48) benutzt werden. Eine
analytische Behandlung ist ziemlich schwierig. Da
dieser Fall andererseits sehr speziell ist, wollen wir
auf seine weitere Diskussion verzichten.

V. Wahl des Koordinatensystems

Die Betrachtungen in Abschn. II bis IV sind nur
dann anwendbar, wenn die Voraussetzung erfiillt
ist, da} wir die Fliachen a=const in ein dreifach
orthogonales Fldchensystem einbetten konnen. Nun
muf} der Satz von DUPIN 22 gelten, der besagt, dafl
sich die Fldchen eines solchen Systems paarweise in
Kriimmungslinien schneiden. Nach DuscHEK 22 folgt

22 D, Lavewitz, Differentialgemetrie, B. G. Teubner, Stutt-
gart 1960.
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daraus, dafl eine Einbettung einer beliebigen Fla-
chenschar nicht moglich zu sein braucht. Das bedeu-
tet zwar, dall die obigen Betrachtungen nicht auf
jedes a anwendbar sind. Andererseits ist die Zahl
der Klassen von a, die mit der obigen Methode be-
handelbar sind, noch so grof, dafl im Hinblick auf
Modellkonstruktionen eine hinreichend grofle Flexi-
bilitat gegeben ist.

Fallen die Flachen a =const mit der Koordinaten-
flichenschar eines bekannten Orthogonalsystems zu-
sammen, so empfiehlt es sich, zunidchst in dieses
Koordinatensystem iiberzugehen. In diesem Fall er-
halten wir ein Differentialgleichungssystem wie in
(12) — (14), wobei statt u® jetzt a(u®) auftritt.
Durch eine anschlieflende Transformation

ut=[a(ud) dud

ergibt sich wieder das System (14)— (16). Der Vor-
teil eines solchen Vorgehens liegt darin, dafl die
metrischen Koeffizienten nicht erst berechnet werden
miissen.

Allgemeine Aussagen iiber die Einbettbarkeit der
Fldchen a = const in ein Orthogonalsystem sind mog-
lich, wenn diese Flachen ,,parallel” sind, d. h. wenn
in entsprechenden Punkten der einzelnen Flachen
die Normalen gleich sind. In diesem Fall ist zumin-
dest lokal die Existenz eines dreifach orthogonalen
Fldchensystems durch den Satz von DArRBOUX 22 ge-
sichert.

Aullerdem ist die Einbettung fiir alle ,,ebenen® a,
d. h. fir alle a=a(z,y) durchfithrbar (z,v, z seien
kartesische Koordinaten). Denn dann sind die Feld-
linien des Potentialfeldes grad a (die wegen unserer
Voraussetzungen tiber a sicher berechenbar sind)
Kurven, die in Ebenen z = const liegen, also in jeder
solchen Ebene durch g=g(z,7) gegeben sind. Auf
Grund der Definition von ¢ sind in z=const die
Kurven g=const und a=const orthogonal. Daher
bilden die zu den Ebenen z = const senkrechten ,,ver-
allgemeinerten“ Zylinder a=const und g = const
zwei paarweise orthogonale Flachenscharen, und die
Flachen z=const, a=const, g=const bilden ein
dreifach orthogonales Flachensystem.

VI. Beispiele
Das in den Abschn. IT bis IV Dargestellte soll an

einigen Beispielen erldutert werden.

23 A. DuscHEK, Vorlesungen iiber hchere Mathematik 2,
Springer-Verlag, Wien 1958, S. 366.
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Betrachten wir zuerst den Fall, es sei in einem
zylindrischen Koordinatensystem r,p,z a=a(r)
gegeben. Wir gehen gemd V. zu Zylinderkoordina-
ten iiber und schreiben: u! =@, u? =z, u®=r; u? ist
dann durch u= [ a(r) dr gegeben. Fiir die metri-
schen Koeffizienten erhalten wir:

h1=us=h1(u4), h2=h3=1-
Es liegt also der Fall IIla vor. Daher gilt: Das

Magnetfeld kann nur von u?, also von r abhingen.
Die Flichen f)2 = const sind Kreiszylinder mit der z-
Achse als erzeugende Gerade. Zur Integration von
(27) miissen wir a spezialisieren, etwa:

exp{ —2u’/q} ,

(H? r)ss+ {[q/(n+2)]2/(n+2) ~(u5) -2/(n+2) ,n=—2

Die Losungen lassen sich unmittelbar hinschreiben:

n= —2:
H'r=2Z,(qexp{-u’/q}) .
Dabei ist Z, die »-te Zylinderfunktion.

n=—1:
e (W92 4oy (uf)-e 1-44*>0,
Hir=1c,(u%)?} +cy(u’)tlnud 1-4¢*=0,
¢, (uf)? -cos(snu’+c,); 1-4¢°<0.

Dabei ist 25s=1|4¢>—1].
n+ -2, +=-—1:
=y 5
H'r =V Zysalg (n+2)]V0+9 07

Dabei ist m= (n+1)/(n+2).
Die Riicktransformation liefert schlieBlich:

n=—2:

H'= (1/r) Zy(q/r);

n=—1:
e (r) “3+2 ye(r)-¥-* ; 1-4¢2>0,
Hi—1c¢;(r) % +¢co(r)"¥Inr ; 1-442=0,
c1(r) "% -cos(slnr+¢) ; 1-4¢2<0,

sonst

H'=r""2Z . 0/cn.2 {[g/(n+1)] r"*1}. (56 a)

H? ergibt sich jeweils mit 13:

r-(m+1) q i
q d; (H T).

24 P.MooN u. D.E.SpENCER, Field Theory Handbook, Sprin-
ger-Verlag, Berlin 1961.

= (56 b)

1761

a=qr", g=const, n=+0. (53)
Dann erhalten wir
us= j-}%h" dut=[hya(r) dr
2

=qlnr, n=-2, (54)

=q1/(n+2).rn+2’ Tt =2,
Das bedeutet
~{exp{u5/q}’ n=_21 (55)
- [(n+2)/q]1/(n+2) .(u5)1/(n+2), n+ —2. h

Mit (27) ergibt sich:

Bie vl }(le)=o.

Damit sind zu a = ¢ r” schon ale kraftfreien Magnet-
felder bestimmt. Fiir n= —1 ergibt sich das be-
kannte Ergebnis von HENRIKSEN?, sofern ¢+ }.
Fir g= % fehlt dort die zweite Grundlésung
r~"In(r).

Im zweiten Beispiel wollen wir mit Hilfe des Fal-
les IIT by) Klassen von a angeben, zu denen es kein
kraftfreies Feld gibt. Dazu betrachten wir in den
Koordinaten des abgeplatteten Rotationsellipsoids
(Abb. 1) ein a mit der Abhingigkeit a=a(0).

z

c—a—-ll

Abb. 1. Koordinatenflachen fiir die Koordinaten des abgeplat
teten Rotationsellipsoids.

1 so ist24

Wahlen wir: ul=r, u?=79, u=0,
(hy) % =a®(cosh u?)2 (sinu?)2,
(hs)% = (h3)%=a?[ (coshu?)2— (sinu?)?]

(2 a ist der Brennpunktabstand; s. Abb. 1).
Daraus folgt: hy/hs, hs sind von u! unabhingig.
Weiter ist kg hy/ho=h,, zerfillt also in ein Produkt
einer Funktion von u? und einer von u?. Nach V. ist

u?* durch u* = [ a(0) dO gegeben.
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Andererseits gilt

2
(hg) o= 'Zf cosh u? sinh u?,
3
(ﬁ oM cosuw 1
hy)& = 7 hy (sinu®)3 a(ud)

(Wir nehmen an, dafl wir solche Punkte betrachten,
in denen die obigen Ausdriicke nicht singuldr wer-
den.) Das liefert:

(hg)s o hy a(@® (sinu?)? - ng s
(hofhy)y — — ° hyhg cos u® cosh u? sinh u

=¢°(u®) sinhu?. (57)

Die beiden ersten Eigenschaften der metrischen Ko-
effizienten zeigen, da} das vorliegende Problem ge-
mél III b;) zu behandeln ist. Dort wurde bewiesen,
dafl Losungen genau dann existieren, wenn die wei-
tere Bedingung (35) erfullt ist. (57) zeigt jedoch,
dafl (35) nicht gelten kann, da der fragliche Quo-
tient bei jeder Wahl von a(0) von u?, also # ab-
hangt. Daher kann es zu a=a(0) keine kraftfreien
Felder geben. (Die oben ausgeschlossenen Singulari-
taten dndern daran nichts.) Anschaulich bedeutet
dieses Ergebnis: Es existiert kein kraftfreies Ma-
gnetfeld mit der Eigenschaft, dall das Verhaltnis
Stromstdrke zu Magnetfeldstirke genau auf einer
Schar konfokaler einschaliger Hyperboloide kon-
stant ist.

Diese Aussage ist auch fir den Fall a=const
richtig. Das liegt daran, da} das Gleichungssystem
(14) — (16) fiir a=const gilt, wenn ein Feld be-
stimmter Geometrie gesucht wird. Fragen wir ndm-
lich bei a=const nach Feldern, deren Feldlinien in
den Koordinatenflichen eines dreifachen Orthogonal-
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systems liegen, so werden wir zu den entsprechen-
den Koordinaten iibergehen, also ein Gleichungs-
system (12) — (14) erhalten, in welchem allerdings
statt u3 das konstante a auftritt.

Die Transformation u*=au?® liefert wieder (14)
bis (16). Der Vorteil der in dieser Arbeit geschil-
derten Methode liegt also darin, dafl zu vorgegebe-
ner Geometrie bei beliebigem a einmal entschieden
werden kann, ob kraftfreie Felder iiberhaupt existie-
ren, und zum anderen, daf} diese aus den angegebe-
nen Formeln sofort berechnet werden konnen. So
gelten die Rechnungen des ersten Beispiels auch fiir
das dort ausgeschlossene n=0, also a=const. In
diesem Fall liefert (56) das bekannte, zuerst von
LunpQuisT ! angegebene Feld, wenn wir als Zylin-
derfunktionen die Bessel-Funktionen wahlen.

Das obige Beispiel der Nichtexistenz kraftfreier
Felder auf konfokalen einschaligen Hyperboloiden
ist deswegen interessant, weil es zeigt, wie kritisch
die Frage der Existenz an die Feldgeometrie ge-
kniipft ist: Schon eine noch so geringe Verformung
von zylindrischen Feldflichen in Hyperboloide be-
dingt, daB} ein urspringlich kraftfreies Feld nicht-
kraftfrei wird.

Es lassen sich leicht weitere Geometrien finden, in
denen keine kraftfreien Felder existieren. Ohne
Rechnung sei angegeben, dal} das fiir Felder gilt,
deren Feldlinien in den Halbebenen @ = const eines
zylindrischen Systems liegen sollen oder auch fiir
solche, deren Linien die spharischen Kegel eines
Torus-Koordinatensystems 2 bedecken sollen.

Herrn Prof. Dr. E. RICHTER bin ich fiir viele an-
regende Gespriche zu herzlichem Dank verpflichtet.



